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We study local patterns which appear generically on photographs of lighted surfaces. Using 
singularity techniques we show that there appear only eight types of pattern. We also study how 
the geometry of the surface is related to the pattern type. 
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Dans cet article nous dCcrivons les situations locales qui apparaissent sur les 
photographies “gCnCriques” de surfaces unicolores. Ce travail s’inscrit dans la 
1ignCe d’une sCrie d’articles [ l-31 Ccrits par des spCcialistes des singularit& et 
concernant la dktermination de la gComCtrie de surfaces plongtes dans l’espace A 
partir de reprCsentations planes de ces surfaces (de photographies). On notera 
cependant que dans ces rCRrences on utilise surtout le “contour apparent” de la 
surface (et Cventuellement ses ombres); or on lit sur une photographie bien 
d’autres chases que ces contours apparents (et les ombres), on y voit des dC- 
grad& de couleur qui reprksentent les variations d’intensitk de lumiere recue par 
les parties de la surface. Disant les chases un peu diff&emment, on peut lire sur 
les photographies de surfaces la famille des courbes “isophotes” (les courbes le 
long desquelles l’intensitt de la lumiere recue est constante). L’allure des ces fa- 
milles de courbes isophotes nous donne d’autres renseignements sur la surface. 
Par exemple on observe “gtnCriquement” des singularit& de cette famille sur les 
courbes de points paraboliques de la surface. (Konderink [ 41 a d&jja remarquC 
que cela donne un moyen de mettre expkrimentalement en Cvidence les courbes 
de points paraboliques: lorsque l’on dCplace un peu la surface ou la source lumi- 
neuse, les singularit& en question se dCplacent le long des courbes paraboliques. ) 

Dans ce travail nous dtcrivons les singularit& g6nCriques des familles de courbes 
isophotes (apparaissant sur une photographie de surface). En fait nous montrons 
que ce sont les m&mes que pour les familles tout A fait g&&ales de courbes planes 
(au sens de la rtf. [ 5]), mis A part le fait que dans une photographie, et au voi- 
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sinage d’un contour apparent, on a des “parties cachees” que l’on n’a pas dans la 
theorie generale. 

1. Le modble 

Dans ce paragraphe nous precisons le modele mathematique que nous Ctudions. 
On considere une surface S de l’espace euclidien tR3 (voir la fig. 1); comme 

nous ne faisons qu’une etude locale nous supposons que S admet un parametrage 
(de classe C”) 

oh U est un ouvert tixt de IR3. 
On suppose que S est eclair&e par une source lumineuse “situee a l’infini” de 

telle facon que les rayons lumineux aient tous la mCme direction E. On supposera 
les axes X, y, z choisis pour que E= (c~!, 0, p), o$# 0; on impose aussi cy2 + /?‘= 1. 

Cela ne changerait rien aux rtsultats de faire une hypothese un peu plus realiste 
en supposant que l’on a affaire a une source lumineuse a distance finie ou plu- 
sieurs sources; cela ne ferait que compliquer certaines formulations. Ainsi les 
points de S qui ne sont pas dans l’ombre recoivent une intensite de lumiere vari- 
able que l’on supposera proportionnelle au cosinus de l’angle de E avec le vecteur 
normal unitaire N a S en ces points. On considere alors la famille des “courbes 
isophotes de la surface”, c’est par definition, la famille des courbes gzconstante 
avec g= N. E. Certaines des courbes isophotes de la surface (ou certaines parties 
de ces courbes) restent tres “theoriques”, lorsqu’elles sont dans des zones d’ombre. 

Lorsque l’on photographie la surface Cclairee S on a une submersion (locale) 
V: R3-4? qui a tout point de R3 (ou d’une partie de W3) associe un point de R’ 
(la plaque photographique); c’est le passage a travers l’objectif. Une photogra- 
phie en noir et blanc de S est alors formee des points image par Vdes points de S 
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“non caches”, la densite de gris en un tel point &ant proportionnelle a l’intensite 
de lumiere au point correspondant de S. Ainsi on lit sur la photographie la famille 
de “courbes isophotes” (de la photographie), celle form&e par les images par V 
des courbes isophotes de la surface. En realite on ne voit qu’une par-tie de ces 
courbes: celle qui correspond aux courbes que ne sont ni dans des “parties ca- 
chtes” ni dans des zones d’ombre. 

Dans ce qui suit on suposera que V est simplement la projection 
(x, y, z) H (x, y ) . Cela ne changerait rien aux resultats de prendre un V un peu 
plus “realiste”. 

Pour nous resumer: La surface est donnte par son parametrage (C”) 

y: U+R3, (24, u)l+(a(u, u), b(u, u),c(u, u)) , 

La famille de courbes isophotes est la famille des courbes 

a-‘(C))3 C-ELF? 9 

avec 

v : U-R23 (u, v)++ (a(& u>, NW u) > 3 

g: u-6 (u, u)‘+N(w V)‘(Q, O,P) , 

N( U, V) &ant le vecteur normal unitaire a la surface au point y( u, V) (a’+ p’= 1, 
@#O). 

2. Rappel concernant les familles de courbes planes 

Conformement a la ref. [ 6 ] une famille (differentiable) de courbes planes est 
la donnee d’un couple d’application de classe C” (q, g), 

?/: UJR”, g: u-a, 

ou U est un ouvert de IR’. Les “courbes” sont les q(g- ’ (C) ), CER. 
Pour une telle famille on distingue six types de comportements au voisinage de 

(21, U)EU 
type 1: q et g regulieres en ( U, v), 
type 2: q reguliere et g de Morse en (u, v), 
type 3: q admet un pli en (u, v); (Q g) : V+IR3 est reguliere et g est reguliere en 

restriction a la ligne de pli de q en (u, v), 
type 4: 9 admet un pli en (u, v); ( IJ, g) est reguliere et g est de Morse en restric- 

tion a la ligne de pli en (u, v), 
type 5: q admet un pli en (u, v); (q, g) presente en ( U, u) une singularite “para- 

pluie de Whitney” avec une ligne de points doubles transverse a la “direction” 
R’ x {0} dans R3, 

type 6: q admet une fronce en (u, v) avec (q, g) reguliere. 
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4”” type 3 

Fig. 2. 

Dans la r&f. [ 5 ] on montre que la proprittt d’ttre de l’un des types 1, 2, . . . . 6 en 
tout point (u, v) est gMrique pour les couples (q, g). La fig. 2 donne l’allure des 
courbes de la famille pour chacun des six types. On a aussi des modkles locaux A 
diffkomorphisme p&s de U ainsi que des buts de q et g. 

3. Le thCor&me principal 

ThBorkme. Pour les surfaces param&r&es y : U-R3 ( (u, v) H (a (u, v), b( u, v), 
c( u, v) ) ) la propri&k suivante est g&&ique: en tout point (u, v) E U le couple (q, g) 
est de l’un des types 1, 2, . . . . 6 du paragraphe 2 oti q : U+R2 est don&e par 
~(u,v)=(a(u,v),b(u,v))etg(u,v)=N(u,v)~E(commedansleparagraphel). 
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Id& de la dkmonstration. La dkmonstration dCtaillCe de ce thkorkme figure dans 
la rCf. [ 7 1. Les techniques sont classiques; on y montre que le fait que (q, g) soit 
de l’un des types 1,2, . . . . 6 en chaque point revient A supposer que le jet d’ordre 
4 de y en chaque point Cvite un certain nombre de sous-variCtCs .9$ de codimen- 
sions strictement supkrieures A 2 dans l’espace des quatre jets de U dans R3. Es- 
sentiellement ces sous-variCt6s 4 sont les images rkiproques par I’applicaJion 
JO+ (q, g) (lorsque l’on passe aux jets) des sous-variCtCs Ci que doit tviter le trois- 
jet d’une famille de courbes gCnCrale (q, g) pour &tre en chaque point de l’un des 
types 1 A 6 (voir la rCf. [ 5 ] ). Pour montrer que les 4 sont des sous-variCtCs (et 
calculer leurs codimensions) l’outil essentiel est le rksultat de Wan [ 8 ] qui dit 
que, g diffkomorphisme de la source p&s, les formes normales des plis et fronces 
sont respectivement 

x J J 

4) 

w 
4') 

5) (une seule courbe isophote 

n’est pas tangente 8U 
contour apparent) 

6) 

Fig. 3. Allure locale gCn&ique des photographies. 
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(x, y)l-+ (x, +y’+A(x)) ou (x, y)t+ ( ?y’+A(x), x) ) 
(x5 Y)H (XT Y3+YP(x)+4x) ) ou (x-, Y)H (y3+w(x> +1(x), x.) * 

I1 faut noter que notre theoreme n’est pas, a priori, un corollaire evident du 
resultat concernant les familles de courbes generales car, ici, g depend de q. 

Ce theoreme permet de donner I’allure gentrique des photographies de surfaces 
(unicolores): l’allure des courbes isophotes (theoriques) est de l’un des types de 
la fig. 2, generiquement les bords de zones d’ombre tvitent les points de type 2, 
4, 5 et 6 (pour des raisons Cvidentes de codimension); en un pli l’un des deux 
bords du pli est une partie cachee; en une fronce seule une “par-tie” est visible et 
cache deux autres “parties”; ainsi on obtient les allures generiques representees 
sur la fig. 3. 

Pour Ctre complet il nous faut rajouter les “superpositions” generiques de telles 
situations locales (vue simultanee de plusieurs parties de S), il y a le type 1 con- 
jugue avec l’un des types 3, 4 ou 5, superposition de deux types 3 (avec Cven- 
tuellement un type 1). Nous donnons quelques exemples de ces derniers cas dans 
la fig. 4. 

Remarque. Dans les familles de courbes planes g&&ales il apparait des “mo- 
dules” pour la classification generique, autant pour la classification a diffeomor- 
phisme pres que pour celle a homeomorphisme prb [ 91. Cela est dO a l’appari- 
tion de “tissus” (superpositions de feuilletages). Ici on n’a pas de tels modules si 
l’on Ctudie les photographies a diffeomorphisme pres (cela serait bien sQr tout 
different si l’on travaillait a isometric p&s). 

3 et 1 (non 'transverses") 

Fig. 4. 
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4. ModMes et gCom&ie de la surface 

Nous rappelons d’abord le rtsultat de Thorn et Kergosien [ 10 ] qui dit que pour 
une surface telle que nous l’etudions les points paraboliques s’organisent gene- 
riquement en courbes plongees deux a deux disjointes (en fait ce sont les points 
“pli” et “fronce” de l’application de Gauss). Ameliorant un peu ces resultats on 
peut mCme montrer que, gtneriquement, ces courbes de points paraboliques ren- 
contrent transversalement les courbes de plis de la projection sur le plan xOy (q 
dans les notations du paragraphe 1). Nous nous placons done dans ce cas. 

4.1. HORS DU CONTOUR APPARENT 

Dans ce cas on Ctudie ce qui se passe au voisinage d’un point oh q est reguliere. 
On peut supposer alors que le parametrage de la surface est du type 

La fonction g s’exprime de man&e relativement simple en fonction de c et des 
calculs elementaires prouvent qu’il y a deux types de points critiques de g. 

(i) Les point ou la surface est normale a la direction de l’tclairage; ce sont 
forcement des maxima de g et ils n’apparaissent generiquement que pour des 
points non paraboliques (elliptiques ou hyperboliques). 

(ii ) Les points paraboliques de la surface ou g est localement extremal; lorsque 
l’on Ctudie g en restriction aux courbes paraboliques il passe (generiquement) 
par des extrema: en ces points on observe un point de type Morse pour g et done 
une “photographie” locale des types 2 (fig. 3 ). 

L’explication geometrique du phtnomene (ii) se lit sur la fig. 5. Sur cette figure 
on a represent6 l’application de Gauss N : S-+S’ et on suppose qu’elle a un pli P 
le long de la verticale (P est une ligne de points paraboliques). La fonction g est 
la composee de N et de h : S24R detinie par h(y) = V-E, alors les courbes iso- 
photes de S sont les pre-images par N des courbes h = constante qui sont les cer- 
cles de S2 d’axe E. Le point critique de g correspond au point oh l’image, N(P), 
de la ligne de pli est tangent a l’un de ces cercles; suivant le “cot&” de N(P) oti est 
l’image du pli on observe un extremum ou un co1 pour g. Des calculs Clementaires 
montrent que l’on a generiquement affaire a une singularite non-degenerte. 

Comme il est dit dans notre introduction, ces singularites de type (ii) permet- 
tent de mettre experimentalement en evidence les lignes de points paraboliques. 

4.2. EN UN POINT DU CONTOUR APPARENT DE TYPE PLI 

On Ctudie ce qui se passe au voisinage d’un point oti r] admet un pli. Pour cela 
on utilise les paramttrages deja cites; on peut supposer que l’on a soit 

7: (u,v>H(U,~(U)+U2,C(U,v)) 3 (1) 
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extr6mum de g . 

Fig. 5. 

si le pli est transverse a l’axe des y, soit 

Y: (U,u)H(~U(U)+uZ,U,C(U,y)) 3 (2) 

avec p’ (0) =O, sinon (A et c nuls a I’origine). 
Dans tous les cas la ligne de pli a la source est u= 0; on rappelle (voir la ref. 

[ 5 ] ) qu’alors (q, g) admet en 0 une singularite: 
- de type 3 (paragraphe 2 ) si et seulement si 

g,(O) X&(O) +o 

(g,, designe la dtrivee partielle de g par rapport a u, etc.); 
- de type 4 si et seulement si 

g”(ok”z(o) #O=&(O) ; 
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- de type 5 si et seulement si 

g,~“(o)x(-~g”~g~,+g,,“g”~)(o)#o=g”(o) * 

Un calcul elementaire prouve que dans le cas ( 1) on a 

g,(O) =o 9 ~“(o)=o) 

g,(O) =o - ac~,(0>-~(1+(;I’(0))2)=0, 

et dans le cas (2 ) on a toujours 

&(o)=o+g”(o) . 

On remarque que, dans le cas ( 1 ), UH (u, ,I( u) ) parametre la projection de la 
ligne de pli (le “contour apparent”); ainsi la nullite de g, (0 ) signitie que ce con- 
tour apparent admet un point d’inflexion a l’origine. Toujours dans le cas ( 1) on 
voit que la ligne de pli de S est la courbe UH (u, ,I( u), c( u, 0) ); ainsi le vecteur 
tangent a cette ligne de pli a l’origine est 

T=(l,~‘(O),G,(O)) * 

La condition g,( 0) = 0 se recrit alors 

notons 0 l’angle du plan vertical contenant T avec l’axe des x et Q l’angle de T avec 
le plan xOy [ (8, (p, II TII ) sont les coordonnees “sphtriques” habituelles de T]; alors 
on peut rtcrire la condition gu( 0) = 0 sous la forme 

cosetg(p=tge, (3) 

ou E est l’angle de la direction de l’eclairage avec le plan xOy. 
Ainsi on peut resumer la situation en presence d’un contour apparent (type 

pli) comme suit. On a quatre cas: 
(i) le contour apparent n’est pas orthogonal a la projection de la direction de 

l’eclairage (axe des x), il ne presente pas d’inflexion et la condition (3) n’est pas 
vtritiee; alors on a affaire (gCnCriquement ) a une photographie de type 3 (cf. le 
paragraphe 3) et le point correspondant de la surface n’est pas un point 
parabolique; 

(ii) le contour apparent n’est pas orthogonal a la projection de la direction 
d’eclairage, il ne presente pas d’inflexion et la condition (3) est verifiee; alors on 
a une photographie de type 5 et le point correspondant de la surface n’est pas 
parabolique; 

(iii ) le contour apparent n’est pas orthogonal a la projection de la direction 
d’eclairage et il admet un point d’inflexion; alors on a une photographie de type 
4 et le point correspondant de la surface est parabolique; 

(iv) le contour apparent est orthogonal a la projection de la direction d’eclai- 
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rage; alors on a une photographie de type 4 et le point correspondant de la surface 
n’est pas parabolique. 

4.3. EN UN POINT DU CONTOUR APPARENT DE TYPE FRONCE (POINT D’ARRET) 

Utilisant la for-me nor-male deja vue on voit que l’on a forcement affaire a un 
point hyperbolique de la surface et que le contour apparent n’est pas orthogonal 
a la projection de la direction d’eclairage en ce point. 
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